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＜要約＞
離散時間による期間分析で用いられる集計マクロ・モデルが１期遅れのラグの存在を想定
するとき，経済における各主体が直面する信号に対して長さ一定のラグを共通認識するこ
とを暗に想定していると言えよう。
しかるに，各主体が各様の長さを認識するところでは，主体にまたがりランダムに分布
する長さを想定する方が合理的であると考えることができる。ここに，分布ラグの経済問
題への適用化を妥当ならしめる理論的根拠を見出すことができよう。
Irving Fisherが分布ラグの概念を創案し，景気循環の問題への適用化を図って以来，資
本，投資の問題等への適用化が促されていった。ラグとの関わりの深い在庫循環の問題へ
の適用化は，至極当然のそれであると考えられる。
以下では，まず，一切ラグに直面することのない局面での在庫変動のあり方をみ，ラグ
に直面し，ラグの長さ一定の想定の下で展開されるMetzlerの在庫循環のあり方との対比
を行なう。
さらに，近年その発展が目覚しいカオス的非線型動学の文脈の中で，上のMetzler在庫
循環モデルを再考する試みがなされつつある。
以下では，指数的に分布する指数ラグの存在を想定し，若干の追加仮定の下で在庫変動
がロジスティック方程式によるそれに帰着することを確かめ，ラグの長さを内包するパラ
メータの変化とともにフリップ分岐ないし同期倍分岐が発生する可能性を確かめる。
しかるに，在庫変動は不均衡過程とも不可分の関係に立つことにかんがみ，長さ一定の
ラグの下で，そこに在庫変動が「くもの巣」型の調整過程をもち，在庫加速度係数をパラ
メータとするとき，カオスが発生する可能性をスケッチする。
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序分布ラグ（distributed lag）の概念を創案し，様々な文脈に適用開始したのは Irving Fisherであっ
た。最初の適用例である，“Our Unstable Dollar and So−Called Business Cycle,”（Journal of the Ameri-
can Statistic Association）の発表は，大恐怖を明日に控えた１９２５年のことであった。
１９６０年に入ると，Jorgenson［１４］，［１５］が資本理論と投資行動の文脈に適用し，さらに，資本サ
ービス需要，資本更新需要等に関する夥しい数の業績を挙げ，数多くの追従者を輩出することとなっ
たごとくである。
１９７０年代に入ると，生物学者 R. Mayが１９７６年に提示した１次元差分方程式（May方程式）から
着想を得た経済学は，そこでの単峰型のひとこぶ（one−hump）函数タイプの非線型性と潜在する
ラグ構造とを結合させる形でのカオス的動学を生み出した。
１９８０年代に入ると，渦状カオス（spiral chaos）に関する Arneodo＝Coullet＝Tresser［１］，［２］
による数学的帰結をMetzler［２３］が先鞭をつけた在庫変動の問題に適用する試みがなされた。（例
えば，Lorenz［１９］，Medio［２１］，Invernizzi＝Medio［１３］参照。）
Malinvaud［２０］は，在庫変動の問題を不均衡マクロ経済モデルに植え付けた。さらに，Hommes
［１０］は，在庫変動をカオス的動学の問題として展開していった。
我々の本稿の目的は，分布ラグの支配下にある在庫とラグ下の不均衡の支配下にある在庫の動学
をみ，カオス的変動の発生可能性をみることにある。
まず，次節では，ラグの存在しないところでの在庫変動のあり方をみた後，Metzler在庫変動モ
デルの線型性を確かめる。第２節では，ラグ分布と非線型投資関係が導入された修正Metzlerモデ
ルにおけるカオス的在庫変動の発生可能性，さらには，固定ラグ下の不均衡過程が導入されたもう
１つの修正Metzlerモデルにおけるカオス的在庫変動の発生可能性をみる。
最後に，若干の結論的言及がなされる筈である。
なお，本稿は最終稿ではない。
第１節 Metzler の在庫循環
1．ラグ非存在下の在庫変動
本節では，ラグに直面する環境の下で，自製品販売者（供給者）の生産量変化を通じた望ましい在
庫量維持行動を最初に定式化したMetzler［２３］による在庫循環モデルを検討する。
本項では，対比のために，Metzlerのそれと相違してラグが存在しない環境の下での最適在庫量
の決定のあり方を最適制御の手法によって検討する。
まず，状態空間制約（state−space constraints）にしたがうところでの最適制御のあり方をみてお
こう。
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いま，制御変数 u，状態変数 x に対して定義される目的函数


F（t，x，u）dt の最大化問題を考え

る。このとき，x は動学方程式 y＝f（t，x，u）と境界条件，さらに，定数 c に対する不等式制約 h（t，x）
c にしたがわなければならないものとする。すなわち，問題は，
max


F（t，x，u）dt
s.t. y＝f（t，x，u） （１）
h（t，x）c
and boundary conditions
で表わされる。直ちに，Lagrange函数
＝F（t，x，u）λf（t，x，u）θ（ch（t，x）） （２）
が定義される。制御変数 u に関して内点解が存在するものとするとき，最大化の必要条件

u＝Fuλfu＝０ （３）

θ
＝ch（t，x）０，θ０，θ
θ
＝０ （４）
x＝

λ
＝f（t，x，u） （５）

λ＝
x＝Fxλfxθhx （６）
がしたがう。さらに，必要に応じて横断面条件が付加される。（４）式の最右辺は，相補条件（comple-
mentary slackness condition）で，θ＝０， /θ＜０，あるいは，θ＞０， /θ＝０を意味する。も
し，制御変数 u に非負条件 u（t）０が付加されるならば，（３）式は，後にみるごとく，Kuhn＝Tucker
条件で置き換えられなければならない。
ここで，接合点（junction point），すなわち，非制約区間と制約区間の間の接合時点における制
約条件 h（t，x）c の状態変化がより明示的に処理し得る Hestenes［９］による代替アプローチを適
用しよう。このアプローチの最大の論点は，h（t，x）が c を越えることが許されないから，h（t，x）＝
c，すなわち，制約条件が拘束的（binding）であるならば，常に h（t，x）は時間とともに増加するこ
とがあってはならないという点にある。かかる状況は，制約式
dh
dt０，whenever h（t，x）＝c （７）
で表わされる。このとき

h（t，x，u）≡dhdt＝
h
t
h
x・
dx
dt＝hthx f（t，x，u） （８）
がしたがう。（８）式から，（７）式の条件は，
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h（t，x，u）≡hthx f（t，x，u）０，whenever h（t，x）＝c （９）
と表現し直される。
したがって，問題は，
max


F（t，x，u）dt
s.t. x＝f（t，x，u）

h（t，x，u）＝hthx f（t，x，u）０，whenever h（t，x）＝c （１０）
and boundary conditions
と表現し直され，改めて，Lagrange函数

′＝F（t，x，u）Λf（t，x，u）Θh （１１）
がしたがい，適格制約条件（constraint qualification）が満たされるものとすれば，u，Θ に関する
必要条件
 ′
u ＝FuΛfuΘhx fu＝０ （１２）
 ′
Θ
＝h＝hthx f（t，x，u）０，Θ０，Θ ′
Θ
＝０ （１３）
がしたがう。１）しかるに，（１３）式の表現では，Θ に関する条件が h（t，x）＝c が成立するときのみ妥
当することが明確でない。したがって，明確化のために，相補条件
h（t，x）c Θ（ch（t，x））＝０ （１４）
を付加することにしよう。もし，h（t，x）＜c，すなわち，制約が非拘束的（not binding）ならば，
Θ＝０がしたがい， ′/Θ の項は削除される。逆に，h（t，x）＝０，すなわち，制約が拘束的ならば，
Θ＞０がしたがう。
以上を考慮すれば，改めて，必要条件
 ′
u ＝FuΛfuΘhx fu＝０ （１５）
 ′
Θ
＝h＝（hthx f（t，x，u））０ Θ０ Θ ′
Θ
＝０ （１６）
h（t，x）c Θ（ch（t，x））＝０ （１７）

Θ０（＝０，when h（t，x）＜c） （１８）
x＝
 ′
Λ
＝f（t，x，u） （１９）

Λ＝ ′
x ＝FxΛfxΘ（hxthx fxhxx f） （２０）
54
がしたがう。さらに，必要に応じて横断面条件が付加される。

しかるに，制約函数 h（t，x）から h の表現が導かれたときには，（１６）式の条件を（１）式の問題を介
することなく直接（１０）式の問題に適用することができる。
さらに，すでに示唆したごとく，制御変数 u 自体が非負制約 u（t）０を負うならば， ′/u＝０
なる必要条件は，Kuhu＝Tucker条件
 ′
u ０，u０，u
 ′
u ＝０ （２１）
によって置き換えられなければならない。
さて，上の手続きを在庫変動の問題に適用しよう。２）
ラグが存在しないところで，製品の供給者（生産者）にとって，在庫変動は，その製品の生産量と
製品需要者への販売量の間の関係としてみなされ，したがって，在庫決定の問題は，生産量と同時
決定されるそれとなる。
いま，供給者（生産者）は，自らの製品に対する需要 D に直面し，生産量 X あるいは在庫量 B
の増減を通じて対応するものとする。このとき，動学方程式

B（t）＝X（t）D（t） （２２）
がしたがう。生産量が需要量を上回る（下回る）とき在庫の蓄積（取崩し）がともなう。しかるに，生
産に際しては，費用係数 c の下で，生産費用
CX（t）＝cX（t） （２３）
の支出が必要とされ，在庫に際しては，費用係数 s の下で，在庫管理費用
CB（t）＝sB（t） （２４）
の支出が必要とされる。
さて，供給者（生産者）は，両費用の合計額の期間〔０，Τ〕にまたがる総費用額


（cX（t）sB（t））dt
の最小化，したがって，


（c（X（t））sB（t））dt の最大化を図るものとすると，初期在庫ストッ
ク B０の下で，問題は，生産量 X（t）を制御変数，在庫量 B（t）を状態変数とする最大制御問題とし
て定義される。すなわち，問題は，
max


（cX（t）sB（t））dt

s.t. B（t）＝X（t）D（t）
B（t）０ （２５）
B（０）＝B０，B（Τ）０ free（B０，Τ given）
X（t）∈［０，∞）
で表わされる。
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ところで，最終時点 Τ が固定される一方で，最終時点での状態が自由に任されている型の問題
は，垂直的最終線問題（vertical−terminal line problem）と呼ばれる。さらに，状態空間が非負制
約で限定されるならば，負のそれは考慮から削除，すなわち，切断（truncate）されなければなら
ない。その結果，切断垂直的最終線（truncated vertical−terminal line）のみが許容される。（図－1
参照。）
上の最大化の問題を制約なしの形で考えるとき，Hamilton函数は，制御変数に関して線型とな
り，
＝cX（t）sB（t）λ（X（t）D（t）） （２６）
と表わされる。このとき，さらに，

X＝cλ （２７）
がともなう。したがって，生産量 X（t）の選択ルール
λ


＜
＞

c ⇒ X
＊

	


＝０
is indeterminate
is unbounded



（２８）
がしたがう。しかるに，第３の可能性は，実行不能であり，第２の可能性は有用とは言えない。し
かしながら，λ＝c の場合ですら，λ＜c のそれと同様に，X＊＝０を選択し得る。生産量 X（t）は，
負の形で上の目的函数の要素となっているから，最小許容値を選択することは最大化の目的に最も
適ったそれとなる。しかしながら，このとき，動学方程式は，

B（t）＝D（t）＜０ when X（t）＝０ （２９）
となり，在庫はやがて払底することになり，B（t）＝０となったとき，制御問題をゼロから再びやり
図－1
X
t＝T
t
０ T
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直さなければならなくなる。
さて，制約函数B（t）は X（t）の線型函数となるから，適格制約条件は満たされている。制約条
件B（t）０から，
 
h＝B（t），c＝０ and h＝B（t）＝（X（t）D（t）） （３０）
がしたがい，上の手続きを適用すれば，Lagrange函数
′＝cX（t）sB（t）Λ（X（t）D（t））Θ（X（t）D（t）） （３１）
がしたがう。しかるに， ′は制御変数 X（t）に関して線型となる。
いま， ′がコーナー解（X（t）＝０）にむいて最大化されるとき，以下の条件
 ′
Θ
＝X（t）D（t）０ Θ０ Θ（X（t）D（t））＝０ （３２）
B（t）０ ΘB（t）＝０ （３３）

Θ０ （＝０ when B（t）＞０） （３４）

B＝
 ′
Λ
＝X（t）D（t） （３５）

Λ＝ ′
B ＝s （３６）
Λ（Τ）０ B（Τ）０ Λ（Τ）B（Τ）＝０ （３６）
が満たされなければならない
上の制約なしの形での制御問題の場合の議論を想起し，まず，
X（t）＝０ （３７）
を選択するものとする。このとき，動学方程式は

B（x）＝D（t） （３８）
と簡単化される。供給者（生産者）が生産を停止し，専ら，在庫の取崩しによって需要に対応してい
く情況が示唆される。任意の時点での在庫存在量は
B（t）＝B０


D（t）dt （３９）
で表わされる。非制約区間と制約区間の間の接合時点を τ とすれば，（３９）式の情況は，在庫が払底
し尽す時点 t＝τ まで，継続される。もし，τ＜Τ であれば，t＝τ においてゼロ生産策は放棄せざる
を得なくなる。
在庫が払底し尽したところで，生産が開始される。このことは，
 ′
Θ
＝０，すなわち
X（t）＝D（t） for t∈［τ，Τ］ （４０）
分布ラグと在庫変動
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が満たされるべく，乗数 Θ が正の値をとるように制約条件が起動開始することを意味している。

しかるに，B（t）＝X（t）D（t）を考慮すれば，

B（t）＝０ for t∈［τ，Τ］ （４１）
の下で，全需要に新規の生産で対応していくことになる。B（τ）＝０であるから，在庫は接合点 t＝τ
以後ゼロ水準に留まり続けることになる。
以上から，最適制御と状態経路は
X＊［０，τ）＝０ B＊［０，τ）＝B０


D（t）dt （４２）
X＊［τ，Τ］＝D（t） B＊［τ，Τ］＝０ （４３）
で表わされる。（図－2参照。）
2．Metzlerの在庫循環モデル
本項では，供給者（生産者）による望ましい在庫水準を維持しようとする行動結果に関する最初の
本格的分析を展開したMetzlerの在庫循環モデルを概観しておこう。３）
さて，Metzlerの想定においては，望ましい在庫水準の維持は，適当な生産調整を通じて行われ
るものとされる。
まず，総生産は，消費財生産と資本財生産の合計であり，資本財生産は外生的な定数とされる一
方で，消費財生産は，２つの要素から構成される。
ⅰ 現時の生産物販売高は，販売に関する期待に依存する，
ⅱ 生産高は，在庫を望ましい水準に導くべくなされる。
要素ⅱにおいて，生産高が負となるならば，生産高が期待販売より小さいことを意味し，それ
図－2
B（t），X（t）
B＊［０，τ）＝B０


D（t）dtB０
X＊［τ，T］＝D（t）
X＊［０，τ）＝０ B＊［τ，T］＝０
t
τ T
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は，在庫の望ましい減少によって補われる。実販売高は，期待販売とは一致しないこともあり得る。
このとき，その差は意図せざる在庫変動（unintended variation in inventories）を意味する。しか
るに，実販売は現時消費財需要と一致するが，後者は，現時生産高とは別概念である。
ところで，期待形成（formation of expectations）と望ましい在庫水準の決定に関しては，単純
（naive）期待形成，すなわち，今 t 期期待販売高 E［St］を前 t１期に実現された販売（Ct１）に均等化
させるものと仮定される。すなわち，
E［St］＝Ct１ （４４）
がしたがう。さらに，消費函数にラグ（lag）は存在しないものと仮定される。すなわち，
Ct＝cYt，０＜c＜１ （４５）
がしたがう。ただし，Ytは国民総生産（国民所得）であり，c は消費性向である。したがって，
E［St］＝cYt１
がしたがう。
上の要素ⅱに関して，供給者（生産者）は，対販売高在庫比率 k を一定に維持すると仮定される。
かかる比率 k は，在庫の加速度係数（inventory’s accelerator）と呼ばれる。実販売高は，事後的実
績値に過ぎないから供給者（生産者）は，望ましい在庫水準＾Btを計算するために期待販売高 E［St］を
適用するものとすれば
B＾t＝kE［St］， k＞０ （４６）
がしたがう。以上から，
B＾tBt１＝kE［St］Bt１＝kcYt１St１ （４７）
がしたがう。（図－3参照。）ただし，Bt１は，生産計画作成時における実在庫水準である。
しかるに，t１期における実販売高 Ct１＝cYt１と期待販売高 E［St１］＝cYt２の差，すなわち意図
せざる在庫変動分を t１期の在庫計画値 Bt１から減じた値は，生産計画時 t１期における在庫存
在量を与え
Bt１＝kcYt２c（Yt１Yt２） （４８）
で表わされ，したがって，（４７）式は
B＾tBt１＝（１k）cYt１（１k）cYt２ （４９）
と書き改められる。
すでに示唆したごとく，国民総生産（国民所得）は，
Yt＝Ct１（＾BtBt１）I０ （５０）
を満たす。ただし，I０は，資本財生産で，一定である。したがって，（４５），（４９）式を想起すれば，（５０）
式から２次非同次差分方程式
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Yt（２k）cYt１（１k）cYt２＝I０ （５１）
がしたがう。
ここで，（５１）式の特解は，
－Yt（＝一定）と置けば，直ちに，
－Yt＝
１
１c I０ （５２）
で与えられる。（５２）式は，定常均衡（stationary equilibrium）を与え，外生的投資支出 I０に乗数
１
１cが適用される形をとる。
さて，定常均衡の安定性をみてみよう。
いま，（５１）式の同次方程式
Yt（２k）cYt１（１k）cYt２＝０ （５３）
に対し，Yt＝λ tを試みれば
λ t２（λ２（２k）cλ（１k）c）＝０ （５４）
or λ２（２k）cλ（１k）c＝０ （５５）
がしたがう。（５５）式の表現は，上の同次方程式（（５３）式）の特性方程式を与える。
ところで，特性方程式（（５５）式）の解の絶対値が１より小さくなるための必要十分条件は
１（２k）c（１k）c＝１c＞０ （５６）
１（１k）c＞０ （５７）
図－3
E［St］＝Ct１
St１＝Ct２
k
cB＾t YB＾t Yt２ Yt１
Bt１
B＾tBt１
B＾t
４５°
Bt１
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１（２k）c（１k）c＞０ （５８）
である。４）（５６）式は，限界消費性向 c に関する０＜c＜１の仮定の下で直ちにしたがう。（５８）式の成
立は自明であり，決定的条件は，（５７）式に帰着する。すなわち，
c＜ １１k （５９）
と表現し直せば，（５９）式は，特性方程式の，したがって，同次方程式の定常均衡の安定条件を与え
ることが帰結される。５）
しかるに，上の帰結は，図－1が示唆するごとく，モデルの線型性，単純期待形成，そして資本
財投資の固定性に依存している。単純期待形成は，遅延ラグ期間＝１を想定する固定遅延ラグ仮説
（fixed−delay lag hypothesis）が暗に適用されていることを意味する。
１）適格制約条件は，一種の正規化条件であり，非線形計画法の分脈で，Arrow＝Hurwicz＝Uzawa［３］によって
最初に議論された。Takayama［２６］, Léonard＝Van Long［１８］等も参照。
２）かかる問題は，最初に，Knowles［１７］（pp．１３５−１３７）によって議論された。Chiang［６］（pp．３０７−３１０）も参
照。以下の議論の多くを両者に負う。
３）本項の議論は，Gandolfo［８］（Chap．５）に多くを負う。
４）Gandolfo, op, cit.,（Chap．４）参照。
５）上の単純（naive）期待，すなわち，t 期の期待販売＝t１期の販売実績なるそれに代えて，t 期の期待販売を t
１，t２期の販売実績に関係づける期待の適用の下での議論として，Gandolfo, op, cit.,（Chap．７）参照。
第２節 Metzler 在庫循環モデルの展開
1．指数ラグ
本節では，Metzler在庫循環モデルの発展化の可能性をみる。
本項では，指数ラグを適用することによる上のMetzler在庫循環モデルの発展化の可能性をみる。
すでに示唆したごとく，経済問題へのカオス的動学の適用化の多くが，１９７６年に生物学者May
が提示した１次非線型差分方程式の翻案から成立っていると言っても過言ではなかろう。
May差分方程式の一般型は，
XtΤ＝G（Xt） （６０）
で表わされる。ここで，X∈R，G : R→Rはひとこぶ函数（one−hump function）であり，Τ はラグ
時間で定数である。ただし，Τ は時間の単位を適当に選ぶことによって Τ＝１と正規化することが
できる。
（６０）式のタイプの方程式に対する経済学側からの関心は２つに分化され得る。１つは，函数型の
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‘ひとこぶ性’への特定化に向けられ６），もう１つは，ラグ（lag）の要因に向けられてるごとくで
ある。しかしながら，経済問題のカオス的動学化の議論においては，後者は相対的に等閑視され続
けてきた感は免れない。以下では，後者のラグの要因に注目しながらMetzler在庫循環モデルの発
展化の可能性を探ることにする。
いま，指数的に分布するラグが存在するものとすれば，連続時間の下で，指数ラグ（exponential
lag）
Y（t）＝λ


eλτX（tτ）dt （６１）
が想定される。ただし，時間の添字 t，τ は，非負の実数である。ここで，tτ を x で置換すると，
（６１）式は
Y（t）＝λ


eλ（tx）X（x）dx＝λeλt


eλxX（x）dx （６２）
と書き改められる。さらに，（６２）式を時間で微分すると

λY（t）eλtY（t）eλt＝λ ddt




eλtX（x）dx＝λe
λtX（t） （６３）
がしたがう。（６３）式から，直ちに，１次微分方程式

Y（t）＝λ（Y（t）X（t）） （６４）
を得る。
ここで，微分演算子 D＝d/dt を適用すれば，（６４）式は，
（Dλ）Y（t）＝λX（t） （６５）
or Y（t）＝
λ
Dλ

X（t） （６６）
と表現し直される。
一般に，指数ラグの次数が n のとき，
Y（t）＝
λn
Dλn


n
X（t） （６７）
が妥当し，したがって，（６６）式の表現は，n＝１の場合，すなわち，単一指数ラグ（simple exponen-
tial lag）のそれに相当する。ここで，τ＝１
λ
，h＝ τDn と設定し，（６７）式の右辺の指数項の極限値を
求めよう。 lim
n→∞
（１h）
１
h＝e を考慮すれば
lim
n→∞


λn
Dλn


n
＝ lim
n→∞

１
τD
n


n
＝ lim
n→∞
（１h）n
＝ lim
n→∞

（１h）
１
h

τD
＝eτD （６８）
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がしたがう。（６８）式の最右辺の表現は，シフト演算子（shift operator）と呼ばれる。函数全体を τ
＝１
λ
だけ時間間隔を前方にずらす効果をもつ。さらに，（６７）式は
Y（t）＝eτDX（t）＝X（tτ） （６９）
となり，時間間隔を t＝１とすれば，（６９）式は，標準的な離散型の１次元動学体系と同値となる。
ところで，Sparrow［２５］は，微分方程式体系

X１＝n（G（Xn）X１） （７０）

X２＝n（X１X２） （７１）

X３＝n（X２X３） （７２）
…

Xn＝n（Xn１Xn） （７３）
を想定し，（７０）−（７３）式の体系が
Xn＝
D
n１


n
G（Xn） （７４）
で表現できることを示した。
いま，演算子 L
L＝
D
n１

 （７５）
を定義しよう。L は，１n に等しい長さの単一指数ラグに相当する。
ここで，演算子 L を適用すれば，上の（７０）−（７３）式は，
LX１＝G（Xn） （７６）
LX２＝X１ （７７）
LX３＝X２ （７８）
…
LXn＝Xn１ （７９）
と表現し直される。（７７）式を（７６）式に代入し，さらに，（７８）式を代入する逐次的代入を施せば，
X１＝LX２＝L２X３＝…＝Ln１Xn （８０）
がしたがう。（８０）式を（７４）式に適用すれば
X１＝Ln１Xn＝Ln１（LnG（Xn））＝L１G（Xn） （８１）
を得る。（８１）式は，（７５）式に対し n→∞を適用したその極限値に他ならない。このとき，（７６）−（７９）
式の体系は，
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LXj＝Xj１，j＝２，３，…，n （８２）
LX１＝G（Xn） （８３）
と約言される。
しかるに，G（・）は，ひとこぶ函数であることを想起すれば，G（Xn）は，
G（Xn）＝rXn（１Xn） （８４）
と特定化することができる。ここで，Xn１＝G（Xn）（（６０）式）を考慮すれば，（８４）式は
Xn１＝rXn（１Xn） （８５）
と表現される。（８５）式の表現は，ロジスティック差分方程式（logistic difference equation）のそれ
に対応する。
さて，上の手続きを前項で示されたMetzler原モデルに若干の修正を施した修正Metzler在庫循
環モデルに適用してみよう。
いま，実質純国民所得（生産）を Y，実現在庫ストック，望ましい在庫ストックをそれぞれ B，B d
で表わす。このとき，生産 Y は，在庫の望ましいストックと実ストックの乖離差に応じて調整さ
れる，すなわち

Y（t）＝θ（B d（t）B（t）），θ＞０ （８６）
がしたがうものとする。θ は調整速度を表わし，その逆数は，ラグの期間を表わす。
しかるに，実在庫ストックに変化が生ずるのは財市場に不均衡が生じたときであり，したがって，
その変化率は，総貯蓄量 S（t）と総投資量 I（t）の乖離差に依存する，すなわち

B（t）＝S（t）I（t） （８７）
がしたがうものとする。また，望ましい在庫ストック量 B d（t）は，t 時点における期待生産量 Y e（t）
と線型関係にある，すなわち
B d（t）＝kY e（t） （８８）
がしたがうものとする。ただし，k は，在庫ストックの生産量に対する在庫−生産比率，すなわち，
在庫加速度係数であり，定数であるものとする。
（８８）式から，直ちに
 
B d（t）＝kY e（t） （８９）
がしたがう。ここで，生産量の期待が，現行の生産量の変化率のみならず，そのまた変化率をも考
慮する外挿的期待（extrapolative expectations）を想定しよう８）。すなわち，

Y e（t）＝Y（t）a１Y（t）a２

Y（t） （９０）
がしたがうものとする。（９０）式から，直ちに
 
Y e（t）＝Y（t）a１

Y（t）a２

Y（t） （９１）
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を得る。ここで，（８６）式を時間に関して微分して，B d（t），B（t）を消去しよう。
  
Y（t）＝θ（B d（t）B（t））＝θ（B d（t）S（t）I（t））

＝θ（kY e（t）S（t）I（t）） （９２）
がしたがい，これを（９１）式に代入すれば

θka２

Y（t）（θka１１）

Y（t）θkY（t）＝θ（S（t）I（t）） （９３）

or

Y（t）θka１１
θka２

Y（t）１a２Y（t）＝
S（t）I（t）
θa２
（９４）
がしたがう。
ところで，前項のMetzlerモデルにおいては，貯蓄量は生産量の線型函数，投資は独立投資であっ
た。ここで，Kaldor［１６］の示唆にしたがって，生産量の変化が投資量と貯蓄量の乖離差に応ずる
適応過程（adaptive process）を導入しよう。すなわち，

Y（t）＝ξ（I（Y）S（Y）），ξ＞０ （９５）
が想定される。ただし，ξ は，調整速度である。ここで，右辺の乖離差がひとこぶ函数を成すよう
に２つの均衡のみが存在するものと仮定しよう。（図－4参照。）
いま，函数
F（Y）≡S（Y）I（Y），Y∈［Y１＊，Y２＊］ （９６）
と定義する。F（・）は，ひとこぶ函数となり，これを（９４）式に適用すれば

Y（t）θka１１
θka２

Y（t）１a２Y（t）＝
F（Y）
θa２
（９７）
図－4
I（Y），S（Y）
I（Y）
S（Y）
Y
０
分布ラグと在庫変動
65
がしたがう。
ところで，ひとこぶ函数 F（Y）は，例えば
F（Y）＝ηY（１Y），η＞０ （９８）
と定式化することができるから，演算子 G２（D）＝D３c２D２c１D を導入し，Y１＊＝０，Y２＊＝１と設定
すれば，（９８）式は，
G２（D）Y ＝＾F（Y） （９９）
と表現し直される。ただし，c１＝
１
a２
，c２＝
θka１１
θka２
＞
＜０，＾F（Y）＝rY（１Y），r＝ η
θa２
＞０である。しか
るに，（９９）式は，さらに，（８４）式を想起すれば
G２（D）Yn＝＾F（Yn）＝rYn（１Yn）＝Yn１ （１００）
と書き改められる。（１００）式は，ロジスティック方程式を与える。
しかるに，ロジスティック方程式に関する動学は，多くが既に明らかにされている。以下では，
項を改め，パラメータ r の変化にともなうフリップ分岐ないし周期倍分岐が発生する可能性をみる
ことにする。
2．ロジスティック方程式と分岐
本項では，ロジスティック方程式に帰着した修正Metzler在庫循環の分岐可能性をみる。９）
ロジスティック方程式に関する動学は，既に多くの議論がなされ，動学的性質も明らかにされて
きたごとくである。したがって，以下では，パラメータ r の変化にともなうフリップ分岐ないし周
期倍分岐が発生する可能性を指摘するに留めることにする。
まず，ロジスティック方程式に関してパラメータ r は，０r４を満たし，このとき，Y は閉区
間に属さなければならないことを確かめておこう。
改めて，上で得たロジスティック函数
Yt１＝＾F（Yt）＝rYt（１Yt） （１０１）
を想起し，＾F（Yt）がひとこぶ函数となることを考慮すれば，＾F を最大化する Y は
F＾′（Y）＝r２rY＝０ （１０２）
or Y＝１２ （１０３）
を満たさなければならない。このとき，＾F
１
２

＝
r
４がしたがう。Y は１を越えることができな
いから，r は４を越えることができない。
ここで，Yt１＝rYt（１Yt）の定常均衡点を求めよう。
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Y＊＝rY＊（１Y＊） （１０４）
or Y*［rY＊（１r）］＝０ （１０５）
がしたがう。すなわち，
Y＊＝０ （１０６）
or Y＊＝１１r （１０７）
を得る。
さて，上の均衡点の安定性をみるために，（１０１）式に線型近似を施せば，
Yt１＝＾F（Y＊）＾F′（Y＊）（YtY＊） （１０８）
がしたがう。ここで，＾F（Y＊）＝０，あるいは，＾F（Y＊）＝１１r を想起すれば，
F＾′（Y＊）＝



r for Y＊＝０
２r for Y＊＝１１r
（１０９）
がしたがう。
まず，Y＊＝０の場合を想定しよう。
Yt１＝＾F（０）＾F′（０）（Yt０） （１１０）
から，解は，
Yt１＝rYt＝rtY０ （１１１）
を満たす。ただし，Y０は初期点である。このとき，r が０＜r＜１を満たすとき，（１１１）式は安定的と
なる。
次に，Y＊＝１１r の場合を想定する。
Yt１＝Y＊（２r）（YtY＊） （１１２）
がしたがう。ここで，yt１＝Yt１Y＊，yt＝YtY＊と設定すれば，解は，
yt１＝（２r）yt＝（２r）ty０ （１１３）
を満たす。このとき，｜２r｜＜１，すなわち，１＜２r＜１が満たされるならば，解は安定的なそ
れとなる。ただし，このとき，１＜r＜３が満たされなければならない。
ところで，１＜r＜３なる r に対し，均衡点 Y＊＝１１r は，パラメータ r とともに変化する。い
ま，r＝１とすると２本の均衡点の軌道は，そこで交叉することになり，一方の均衡点からもう１
つのそれへと安定性の交代（exchange of stability）がもたらされる。
いま，離散時間体系において，１パラメータ写像 Yt１＝＾F（Yt，r）を想定し，パラメータ r０におい
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て写像族が固有値が１となる均衡点 Y＊をもつものとすれば，（Y＊，r０）において
ⅰ 
＾F
r
＾２F
Y２２
＾２F
Yr

≠０ （１１４）
ⅱ ２
＾３F
Y３

３


＾２F
Y２


２
≠０ （１１５）
がしたがうとき，ⅰ，ⅱの符号に応じて
ⅰ r＜（＞）r０に対して，均衡点 Y＊は安定（不安定）となる。
ⅱ r＞（＜）r０に対して，均衡点 Y＊は不安定（安定）となり，２次の安定（不安定）均衡点の枝が
出現し Y＊を囲む。
上の帰結は，フリップ分岐（flip bifurcation）を構成する。１０）このとき，上の２次均衡点は，写像
F＾（Y，r）を２回反復する，すなわち，
Yt２＝＾F（Yt１）＝＾F（＾F（Yt）） （１１６）
を満たす均衡を指す。このとき，２次均衡点は，写像＾F ＾F ＝＾F（２）の均衡点，すなわち Y＊＝＾F（２）（Y＊）
と表わされる。したがって，フリップ分岐は，周期倍分岐（period doubling bifurcation）とも呼ば
れる。
さて，ロジスティック曲線（（１０１）式）において，r＝０．８，２．５，３．０，３．４の場合を想定するとき，そ
れぞれ図－5（a），（b），（c），（d）がしたがう。１１）
まず，r＝０．８の場合をみる。図－5（a）において，直ちに，一意解 Y＊＝０がしたがい，さらに，任
意のゼロに限りなく近い正数 Y０は，Y＊に吸引（attract）される。また，２周期倍曲線＾F
（２）
（Y）は，
４５°線と交叉せず，したがって，２周期倍サイクルは発生しない。＾F′（Y＊＝０，r＝０．８）＝０．８＜１と
なり，Y＊＝０は安定解となる。
次に，r＝２．５の場合をみる。図－5（b）において，解 Y＊＝１１r＝０．６，＾F
′（Y＊＝０．６，r＝２．５）＝０．５
で，その絶対値は１より小さく，したがって，Y＊＝０．６は安定解となる。しかるに，＾F（２）（Y）は，４５°
線と１回交叉するだけであり，２周期倍サイクルは発生しない。
さらに，r＝３の場合をみる。図－5（c）において，Y＊＝２３ は，半安定解（semistable solution）と
なる。この帰結は，２周期倍サイクル＾F（２）（Y）が４５°線に均衡点 E０において接していることからし
たがう。r＜１のとき，Y＊＝２３ は安定解となるが，r＞３のとき，＾F
（２）
（Y）が３個所で４５°線と交叉
するからである。
最後に，r＝３．４の場合をみる。図－5（d）において，まず，＾F（Y），＾F（２）（Y）はともに共通点 E０で交
叉し，不安定解となる。さらに，E１，E２の均衡点がしたがい，ともに安定解となる。すなわち
E１：Y１＊＝０．４５２… F＾′（Y＊，r）＝０．７６
E２：Y２＊＝０．８４２… F＾′（Y＊，r）＝０．７６
がしたがう。＾F（２）′（Y１＊）＝＾F
（２）′（Y２＊）＝０．７６となり，E１，E２は安定解となる。
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しかるに，ロジスティック曲線において，パラメータ r の変化を通じて，さらに，４周期倍サイ
クル，８周期倍サイクルが現わされることが明らかになっている。上でみたごとく，r の限定範囲
０r４の下で，r＝４においてカオス的サイクルは，終止する。
3．ラグ下の不均衡過程
本項では，Metzler在庫循環モデルのもう１つの展開化として，労働市場の導入と，そこでの不
均衡発生の可能性を含む場合を想定し，解の分岐可能性をみる。１２）
まず，Metzlerモデルの構造を概観しておこう。
現時 t 期の総生産 Qtは，投資財生産 Itと消費財生産 Xtに区分される。消費財生産は，販売され
る分 Stと望ましい在庫に向かう分＾Btに区分される。このとき，販売は生産（供給）側の期待形成に
基づくものであるが，期待が正確でないところでは実販売と期待販売が一致せず，その差が意図せ
ざる在庫を構成する。このとき，実販売は，消費需要 Ytdと一致するが，それが消費財生産と同義
Yt１ Yt１
Yt１＝０．８Yt（１Yt） Yt１＝２．５Yt（１Yt）
F＾（２）（Y） E０
F＾（２）（Y）F＾（Y） F＾（Y）
Yt Yt
０ １ ０ １
図－5（a） 図－5（b）
Yt１ Yt１
Yt１＝３．０Yt（１Yt） Yt１＝３．４Yt（１Yt）
F＾（２）（Y）
E１E０E０F＾（２）（Y）
E２
F＾（Y） F＾（Y）
Yt Yt
０ １ ０ １
図－5（c） 図－5（d）
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ではなく，別概念と解される。（表－1参照。）
さて，簡単化のために投資財生産 It＝０と仮定しよう。ここで，固定遅延ラグの仮定の下，前期
からの繰越在庫残高 Bt１と総生産 Qt（＝消費財生産 Xt）の和を集計供給 Ytsとし，他方，期待販売 E
［St］（＝期待消費需要 E［Ytd］）と望ましい在庫 Bsdの和を集計需要 Ytdとする。すなわち，
Yts＝XtBt１ （１１７）
Ytd＝E［Ytd］Btd （１１８）
がしたがう。（１１７）式は，固定遅延ラグが仮定されることを意味する。
ここで，生産過程を導入し，投資財生産ゼロの下で，消費財生産 Xtは，投入労働 Ltに対し，線
型生産函数
Xt＝f（Lt）＝ξLt （１１９）
で与えられるものとする。ただし，ξ は，労働生産性（labor productivity）を表わす。
ところで，生産物は価格に対し右下りの需要曲線，右上がりの供給曲線を与える一方で，労働は
賃金率に対し右下りの需要曲線を与えるが，供給は一定であり，垂直な供給曲線がしたがうものと
する。（図－6（a），（b）参照。）
まず，集計供給（（１１７）式）と集計需要（（１１８）式）が均衡体系を成す，すなわち，伸縮的な消費財価
格 p と賃金率 w の下で，労働の完全雇用，消費財の需給均等化がしたがうものとする。さらに，
消費財販売ないし需要に関して合理的期待（rational expectations）が成立するものとする。
労働市場では，完全雇用
Ltd＝
－L （１２０）
が成立する。同時に，消費財市場では
ξ
－LBt１＝E［Ytd］Btd （１２１）
がしたがう。しかるに，上の合理的期待の下で，
E［Ytd］＝Ytd （１２２）
が満たされる。ここで，消費財需要は，線型消費函数
表－1
It
investment goods output
Qt
current output Stcurrent sales
Xt
consumption goods output
B＾t
desired inventories
70
Ytd＝abLtd （１２３）
にしたがうものとする。ただし，a は基礎消費部分，b は労働単位当たりの限界消費性向（marginal
propensity of consumption）を表わす。
さて，消費財市場，労働市場が同時均衡するところで，
ξ
－LBt１＝a（ξb）－L （１２４）
or BtdBt１＝a（ξb）－L （１２５）
p
Yts
Bt
p０
Ytd
Y
０
図－6（a）
w
Lts
w０
Ltd
L
０ Ltd＝Lt －L
図－6（b）
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がしたがう。ただし，ξ＞b が仮定される。
しかるに，Bt１は，t１期に計画された在庫ストックであるから，BtdBt１は，在庫投資を表わ
し，（１２５）式は，均衡において，在庫投資が消費財需要を上回る余剰生産で賄われることを示唆し
ている。
次に，労働市場が不均衡過程（disequilibrium process）に支配されるところでの在庫循環のあり
方をみよう。
不均衡過程の下では，消費財価格，賃金率に対し，需要，供給のうち小さい方の変量が有効変量
となる。（図－6（a），（b）における太線部分が有効変量に相当する。）
いま，労働市場が不均衡過程にしたがうものとすると，有効労働量 Ltは，
Lt＝min｛Ltd，
－L｝ （１２６）
で表わされる。このとき，在庫 Btは，
Bt＝max｛０，YtsYtd｝ （１２７）
で表わされる。
ところで，Metzlerは，在庫の販売に対する比率，すなわち加速度係数を維持する形の在庫形成
様式を想定した。したがって，合理的期待の下で，
Btd＝kE［Ytd］＝kYtd （１２８）
がしたがう。k は，加速度係数である。
ここで，集計供給，集計需要をそれぞれ
Yts＝ξ
－LBt１ （１２９）
Ytd＝E［Ytd］Btd＝（１k）E［Ytd］ （１３０）
と書き改め，ラグの下での在庫変動をみるために（１２９），（１３０）式を有効労働量 Ltについて解けば
Lt＝
（１k）E［Ytd］Bt１
ξ
（１３１）
がしたがう。したがって，労働需要 Ltdは，
Ltd＝max０，Lt＝
（１k）E［Ytd］Bt１
ξ

 （１３２）
で表わされる。
以上の想定の下で，合理的期待を想起すれば，不均衡体系は，
Ltd＝max０，
（１k）E［Ytd］Bt１
ξ

 （１３３）
Lts＝
－L （１３４）
Ytd＝abLt （１３５）
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Yts＝ξLtBt１ （１３６）
Bt＝max｛０，YtsYtd｝ （１３７）
E［Ytd］＝Ytd （１３８）
で表わされる。
さて，労働市場において，ある賃金率－w の下で有効労働量 Ltが正で，労働需要量に一致するも
のとすると，１３）
Lt＝
（１k）E［Ytd］Bt１
ξ
＝（１k）（abLt）Bt１
ξ
（１３９）
がしたがう。（１３９）式を Ltについて解けば
Lt＝
（１k）aBt１
ξ（１k）b （１４０）
がしたがう。いま，０＜Lt＜
－L を考慮し，ξb（１k）＞０と仮定すれば，
（１k）aBt１
ξ（１k）b ＜
－L （１４１）
or （１k）a－L［ξb（１k）］≡β１＜Bt１ （１４２）
がしたがう。しかるに，Lt＞０のとき，（１４１）式から
Bt１＜（１k）a≡β２ （１４３）
がしたがう。（１４２），（１４３）式から，０＜Lt＜
－L のとき，
β１＜Bt１＜β２ （１４４）
を得る。
しかるに，他の２通りの場合を含めた次の３通りの場合，ⅰ Bt１β１，ⅱ β１＜Bt１＜β２，そして，
ⅲ Bt１β２のそれぞれについて在庫変動のあり方を確かめなければならない。
ⅰ Bt１β１の場合
この情況は，図－6（b）において，労働需要が労働供給を上回り，したがって有効労働量が，需要，
供給のうち小さい方，すなわち労働供給量に一致する場合である。Lt＝
－L が妥当するところで
Bt＝YtsYtd
＝ξ
－LBt１ab－L
＝Bt１（ξb）－La （１４５）
がしたがう。（１４５）式は，t 期の在庫量が，前期からの繰越し分 Bt１に消費財生産から消費需要を
分布ラグと在庫変動
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減じた残余分を加えた値に均等化することを示唆している。
ⅱ β１＜Bt１＜β２の場合
この情況の下では，直ちに
Bt＝YtsYtd
＝Bt１ξLtabLt
＝Bt１（ξb）Lta （１４６）
がしたがう。しかるに，かかる情況において，有効労働量は，図－6（b）における需要部分に一致し，
Lt＝
（１k）（abLt）Bt１
ξ
（１４７）
がしたがう。（１４６）式を（１４７）式に適用すれば
Lt＝
（１k）aBt１
ξ（１k）b （１４８）
を得る。（１４８）式を（１４６）式に適用すれば
Bt＝
kb
ξ（１k）b Bt１
aξk
ξ（１k）b （１４９）
がしたがう。
ⅲ Bt１β２の場合
直ちに，（１４０）式における Ltは負となり，したがって，有効労働量は
Lt＝Ltd＝０ （１５０）
がしたがう。したがって，
Bt＝YtsYtd＝Bt１a （１５１）
がしたがう。
以上の帰結を整理すれば
Bt１（ξb）－La Bt１β１
Bt＝





kb
ξ（１k）b Bt１
aξk
ξ（１k）b β１＜Bt１＜β２ （１５２）
Bt１a Bt１β２
を得る。（１５２）式から明らかなごとく，在庫変動は，Bt＝f（Bt１）なる区分的函数（piecewise function）
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の形をとる。
しかるに，定常在庫投資は，Bt１が，β１＜Bt１＜β２を満たす範囲に位置するときのみ定義され，
B＊＝ kb
ξ（１k）b B
＊ aξk
ξ（１k）b （１５３）
がしたがい，したがって
B＊＝ aξk
ξb （１５４）
が導かれる。しかるに，ξ＞k，すなわち，労働生産性が限界消費性を上回る上の仮定の下で，B＊
＞０が結論される。
さて，上の区分的函数がカオス的運動をみせる可能性をスケッチしておこう。
いま，ξ，b，a，k にそれぞれの数値を設定し，区分的函数が図－7における折れ線で描かれるもの
とする。このとき，体系はくもの巣型（cobweb）のそれとなる。１４）このとき，β１，β２に対応する変曲
点が存在する折れ線の下で調整過程は体系にカオス的運動をもたらすことは容易に確かめられる。
さらに，区分的函数に k を除く，ξ，b，a に対し既に数値が設定されているものとする。ここで，
k をゼロから，ξb（１k）＝０を満たす k の間まで変化させるものとすると，k の変化は区分的函
数の領域，すなわち，β１，β２の値を変化させる。このとき，体系は，ある範囲の k に対してカオス
的運動を見せる筈である。１５）
６）例えば，Baumol＝Benhabib［４］, Lorenz［１９］, Boldrin＝Woodford［５］等参照。
７）以下の議論の手続は，Lorenz, op. cit.,（Appendix）, Medio［２１］,［２２］, Invernizzi＝Medio［１３］, Vialar［２７］に負
図－7
Bt
Bt＝Bt１
Bt１
０ β１ B＊ β２
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う。
８）Lorenz, op. cit.,（p．１９６）参照。
９）本項の議論の手続は，Shone［２４］（Chap．７）, Lorenz, op. cit.,（Chap．４．）に負う。
１０）Lorenz, op. cit.,（p．１１１）参照。
１１）r の数値の選択，したがって図5の各図は，Shore, op. cit.,（p．２９６）に負う。
１２）本項の議論の手続は，Hommes［１０］（Chap．２８），Shone, op. cit.,（Chap．７）に多くを負う。
１３）図－6（b）参照。
１４）「くもの巣型」モデルにおける分岐発生可能性の議論として，Hommes［１１］,［１２］, Chiarela［７］参照。
１５）体系がカオス的運動をみせる数値例として，Shone, op. cit.,（pp．３１８−３１９）参照。
結びに代えて
離散時間による，いわゆる期間分析（period analysis）の手法を用いる集計モデルは，固定遅延
ラグ仮説を暗に仮定していると考えられる。しかるに，経済の集計化の方法としての同仮定を不当
なものとして斥ける立場が，カオス的動学の文脈においてなされてきた。一定の信号に対しても各
主体の反応は一律ではなく，離散時ラグを伴なうものとなり得るからである。ラグの長さは，各主
体各様であり，経済の成員にまたがってランダム（random）に分布しているそれであると主張さ
れる。かかる理解は，分布ラグ（distributed lag）の適用化に理論的根拠を与える余地を生む。
上では，対比として，ラグが一切なく，産出量と販売量の差が成す在庫蓄積過程の想定の下で，
産出量に関する不等式制約下の最適制御問題を解く解は，ノコギリ波型状の在庫変動を生むことが
確かめられた。次いで，固定遅延ラグ仮説と資本財投資一定の想定下での線型体系と解される
Metzler体系において，在庫循環過程が国民所得の非同次２次差分方程式を導き，消費性向が在庫
の加速度係数プラス１の逆数（加速度要因）より小さいところで，国民所得の安定定常解がもたらさ
れることが確認された。
次に，固定遅延ラグ仮説を放棄し，代りに分布ラグ仮説を採用し，貯蓄と資本財投資の差にした
がう在庫変動過程を導入し，さらに，投資，貯蓄を国民所得の函数とみなしその差に応じた適応型
の生産調整過程を想定するとき，国民所得は，ロジスティック型方程式にしたがう変動をみせるこ
とが確められた。そこで，在庫の加速度係数をパラメータとするとき，その変化が定常解にフリッ
プ分岐ないし周期倍分岐をもたらす可能性が確かめられた。
最後に，再び固定遅延ラグ仮説の下で，しかしながら，労働を生産要素とする生産過程を導入し，
労働と在庫の調整が不均等過程にしたがう想定の下で，在庫変動は，区分的函数にしたがうことが
確かめられた。在庫の定常解への調整過程は，すでにカオス的運動をみせ，さらに，在庫の加速度
係数をパラメータとするとき，その変化は，体系にカオスをもたらす可能性がスケッチされた。
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